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Поверхность может быть представлена как сумма поверхностей. Эта идея лежит в ос-
нове решения ряда задач с использованием цифровых моделей рельефа (ЦМР), например 
фильтрации ЦМР для удаления высокочастотного шума, генерализации ЦМР (удаление 
высокочастотных составляющих, отличных от шума), а также выделения низко- и высоко-
частотных компонент рельефа при изучении закономерностей его строения. Для решения 
этих задач используются различные методы: тренд-анализ [5], сглаживание скользящими 
окнами [6], анализ Фурье [2], фильтры Кальмана [11], удаление из ЦМР каждой n-строки и 
n-столбца [16], цифровые модификации методики Философова [14]. Авторами для решения 
этих задач впервые был применен двумерный анализ сингулярного спектра (2D-SSA).

SSA (Singular Spectrum Analysis) возник как метод для анализа временных рядов [1, 7, 12]: 
их разложения на составляющие (тренд, периодические компоненты и шум), выявления скры-
тых периодичностей, сглаживания, подавления шума, прогноза и др. Существует несколько 
многомерных обобщений SSA. Многоканальный SSA (MSSA) предназначен для одновре-
менного анализа нескольких временных рядов с целью выявления общих характеристик  
[1, 7, 13]. 2D-SSA был разработан специально для обработки двумерных скалярных полей 
[1]. В отличие от MSSA результаты применения 2D-SSA в определенном смысле инва-
рианты относительно вращения поля. Рассмотрим двумерное дискретное поле Nr × Nc, 
заданное матрицей
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1 < LrLc < NrNc. Положим Kr = Nr – Lr + 1 и Kc = Nc – Lc + 1. Алгоритм включает два этапа – раз-
ложение и восстановление, каждый из которых состоит из двух шагов.

1. разложение. С помощью скользящих окон размера Lr × Lc осуществляется построение 
траекторной матрицы поля F. Если в одномерном SSA одномерный объект трансформи-
руется в двумерную матрицу [12], то в 2D-SSA двумерный объект вкладывается в четы-
рехмерное пространство. Для представления четырехмерного объекта в двумерном виде 
трансформируем скользящие двумерные окна
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где 1 ≤ i ≤ Kr и 1 ≤ j ≤ Kc, в столбцы траекторной матрицы W (Fi,j переходит в (i + (j – 1) Kr)-й 
столбец).

Например, если Lr = Lc = 2, то окно
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трансформируется в первый столбец (f(1,1), f(2,1), f(1,2), f(2,2))T.
При этом удобно использовать операцию векторизации и обратную к ней операцию: для 

матрицы B размера M × N vecB ∈ RMN является вектором, составленным из последовательно 
взятых столбцов этой матрицы. Если фиксировать размеры матрицы M и N, то можно ввести 
обратную операцию, которую назовем (M,N)-матрицированием: matr vec B = B. Таким обра-
зом, траекторная матрица W поля F состоит из KcKr столбцов vec Fi,j, где 1 ≤ i ≤ Kr и 1 ≤ j ≤ Kc. 
Матрица W размера LrLc × KrKc может быть представлена более структурированно:
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Матрица W имеет блочно-ганкелеву структуру с одинаковыми блоками вдоль побочных 
диагоналей. Каждый блок Hi сам по себе является ганкелевой матрицей: это траекторная 
матрица одномерного ряда f(·, i) (i-го столбца исходного поля F). Будем далее называть 
матрицу W блочно-ганкелевой траекторной матрицей поля F. Заметим, что существует 
взаимно однозначное соответствие между полями Nr × Nc и блочно-ганкелевыми матрицами 
с Lr × Kr ганкелевыми блоками.

Следующий шаг заключается в сингулярном разложении матрицы W:

T
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где l1, …, ld – ненулевые собственные числа матрицы WWT, расположенные в убывающем 
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порядке (l1 ≥ l2 ≥  … ≥ ld > 0 ); {U1, …, Ud}, R r cL L
iU ∈  – соответствующая ортонормирован-

ная система собственных векторов; {V1, …, Vd}, R r cK K
iV ∈  – ортонормированная система 

соответствующих факторных векторов
T .i i iV U= lW               (7)

Как и в анализе главных компонент, вектора i iVl  называются векторами главных 
компонент. Их удобно рассматривать в виде матриц: (Lr, Lc)-матрицирование собственно-
го вектора называется собственным полем, (Kr, Kc)-матрицирование факторного вектора 
– факторным полем, а (Kr, Kc)-матрицирование вектора главных компонент – полем главных 
компонент. Набор из квадратного корня из i-го собственного числа, i-го собственного поля 
и i-го факторного поля называется i-й собственной тройкой (eigentriple, ET).

2. Восстановление. Проводится группировка слагаемых разложения (6), т. е. соответс-
твующих собственных троек. Разделим множество {1, …, d} на m подмножеств I1, …, Im. 
Суммируя Wi при i ∈ Ik, приходим к разложению

I
1

.
k

m

k=
=∑W W                (8)

Сгруппированные матрицы Ik
W  не обязательно имеют блочно-ганкелеву форму. Поэтому 

необходим дополнительный шаг для перехода от разложения (8) матрицы W к разложе-
нию исходного поля F. Это можно сделать с помощью ортогонального проектирования 
матриц Ik

W  на множество блочно-ганкелевых матриц с ганкелевыми блоками вида (4). 
После проектирования Ik k→W W , заключающегося в усреднении между собой тех эле-
ментов матриц Ik

W , места которых соответствуют одинаковым значениям в матрице W, 
получаем

1
,
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где kW  при k = 1, …, m имеют вид (4).
Используя взаимно однозначное соответствие между блочно-ганкелевыми траекторными 

матрицами и двумерными полями, приходим к окончательному разложению исходного 
поля:
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В результате применения 2D-SSA исходное поле разлагается на сумму компонент. 
Предполагается, что если поле F является суммой гладкой поверхности, периодических 
составляющих и шума, то существует такая группировка, что результирующее разложе-
ние (10) близко к исходному разложению поля. Это дает возможность для сглаживания 
поля, подавления шума и пр. Параметры 2D-SSA рекомендуется выбирать так же, как и в 
одномерном случае [12]. В частности, применение небольших размеров окна эквивален-
тно сглаживанию. При размерах окна, близких к (Nr/2, Nc/2), может быть получено самое 
детальное разложение и лучшее разделение компонент поля.

Для оценки 2D-SSA как средства анализа ЦМР был выбран участок, включающий в 
себя часть Эквадора, Колумбии и Перу. На крайнем северо-востоке участка расположены 
низменности побережья Тихого океана, на востоке и северо-востоке – Анды, на западе 
и юго-западе – предгорные равнины. Цифровая модель высот (ЦМВ) участка выделена 
из ЦМВ GTOPO30 [15]. ЦМВ имеет разрешение 30″ и содержит 230 880 точек (матрица 
размером 480 × 481).

С помощью окна размером 30 × 30 исходная ЦМВ была разложена на 900 собственных 
троек (рис. 1). В пределах участка высота изменяется в значительном диапазоне – 6080 м 
(рис. 2, а), поэтому обрабатывались натуральные логарифмы высоты (по окончании обра-
ботки восстановленные логарифмические ЦМВ были потенцированы для возвращения к 
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высотам). Для восстановления использовались различные комбинации собственных троек. 
Были выбраны комбинации, дающие при восстановлении интерпретируемые результаты. 
Для удаления шума ЦМВ была восстановлена на основе первых 100 собственных троек 
– ET 1-100 (рис. 2, б). Для иллюстрации генерализации восстановили ЦМВ по ET 1–50 
(рис. 2, в). Для выделения континентальной, региональной и локальной составляющих 
рельефа восстановили шесть ЦМВ по ET 1 (рис. 3, а), 2, 3, 2–3 (рис. 3, в), 4-25 (рис. 3, г) и 
51–100 (рис. 3, д). Для визуализации шума ЦМВ была восстановлена по ET 101–900 (рис. 
3, е). Обработка данных проведена с помощью программы 2D-SSA 1.2 (© К. Д. Усевич, 
Н. Э. Голяндина, 2005–2007).

С помощью метода, предназначенного для сеток сфероидических трапеций [9], по исход-
ной ЦМВ и некоторым восстановленным ЦМВ была рассчитана горизонтальная кривизна 
kh. Чтобы подчеркнуть эффект подавления шума и генерализации, kh была логарифмичес-
ки трансформирована, а при картографировании (рис. 2, г - е, рис. 3, б) ее значения были 
квантованы на два уровня: kh > 0 и kh < 0 (области дивергенции и конвергенции потоков 
соответственно).

Все полученные модели имеют разрешение 30″. Для картографирования была использо-
вана квадратная равнопромежуточная цилиндрическая проекция. Потенцирование, расчет 
kh и картографирование выполнены с помощью программы LandLord 4.0 [3].

Сравнительный анализ карт высоты, соответствующих исходной ЦМВ (см. рис. 2, a) и 

рис. 1. первые девять полей главных компонент разложения ЦМВ.
Проценты показывают долю соответствующих собственных троек в сингулярном разложении. Использована логарифмическая шкала
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ЦМВ, восстановленным по ET 1–100 (см. рис. 2, б) и ET 1–50 (см. рис. 2, в), позволяет увидеть 
лишь незначительные изменения гипсометрии. Лучшее представление о результатах подав-
ления шума и генерализации дают карты kh. На карте kh, рассчитанной по исходной ЦМВ  
(см. рис. 2, г), на предгорных равнинах присутствуют типичные ошибки интерполяции 
– «следы» горизонталей [10]. Вместе с тем на картах kh, рассчитанным по ЦМВ, которые 

рис. 2. подавление шума в ЦМВ.
Высота – исходная (а) и восстановленная по ET 1-100 (б) и ET 1-50 (в); 

горизонтальная кривизна, рассчитанная по исходной ЦМВ (г) и по ЦМВ, которые были восстановлены на основе ET 1-100 (д) и ET 1-50 (е)
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ды» отсутствуют. Хорошо читаются «потоковые структуры», сформированные областями 
конвергенции и дивергенции потоков (черные и белые элементы изображения соответс-
твенно). Карты kh, соответствующие различным комбинациям собственных троек (см. 

рис. 3. Низко- и высокочастотные компоненты ЦМВ.
Высота, восстановленная по ET 1 (а), ET 2-3 (в), ET 4-25 (г), ET 51-100 (д) и ET 101-900 (е); 

горизонтальная кривизна, рассчитанная по ЦМВ, восстановленной на основе ET 1 (б)
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рис. 2, г - е), демонстрируют ярко выраженный эффект генерализации. Чем меньшее число 
собственных троек использовалось для восстановления, тем более сглаженные карты kh 
были получены. Уменьшение числа собственных троек ведет к существенному умень-
шению динамического диапазона kh (см. рис. 2, г - е), но слабо влияет на динамический 
диапазон высоты (см. рис. 2, a - в).

Наивысший уровень генерализации имеет ЦМВ, восстановленная по ET 1 (см. рис. 
3, a). Она описывает морфоструктуру континентального масштаба: Анды и предгорные 
равнины. Расчет kh по этой ЦМВ выявляет систему линеаментов северо-западного азимута 
простирания (см. рис. 3, б), которые могут индицировать сдвиги [8], связанные с системой 
глубинных разломов северо-западного азимута простирания, известных к юго-востоку от 
участка [4].

ЦМВ, восстановленная по ET 2–3 (см. рис. 3, в), описывает компоненты рельефа, связан-
ные вероятно с региональными тектоническими структурами. При восстановлении ЦМВ 
по ET 2 на карте высоты отображаются структуры северо-восточного азимута простира-
ния (генерального направления Анд в пределах участка). При восстановлении ЦМВ по 
ET 3 на карте высоты отображаются структуры северо-западного азимута простирания, 
возможно связанные с выявленными линеаментами. Не исключено, что эти структуры 
контролируют долины притоков Амазонки. ЦМВ, восстановленная по ET 4–25, описывает 
компоненты рельефа, вероятно связанные с экзогенными рельефообразующими процесса-
ми регионального масштаба. На карте высоты видны генерализованные долины притоков 
Амазонки (см. рис. 3, г).

ЦМВ, восстановленная по ET 51-100, описывает высокочастотные составляющие то-
пографической поверхности, которые могут отражать результат действия локальных экзо-
генных рельефообразующих процессов (см. рис. 3, д). Эта ЦМВ отражает разницу между 
двумя ЦМВ, восстановленными по ET 1–100 (см. рис. 2, б) и ET 1–50 (см. рис. 2, в).

ЦМВ, восстановленная по ET 101–900 (см. рис. 3, е), является остатком от восстановле-
ния по ET 1–100 исходной ЦМВ. Эта модель содержит преимущественно шум исходной 
ЦМВ. Кроме «следов» горизонталей, на карте высоты виден прямоугольник размером 
1° × 30', расположенный восточнее 75°30' з.д. и севернее экватора (см. рис. 3, е). Он 
виден и на трех картах kh (см. рис. 2, г - е). Это – след некорректной стыковки соседних 
листов топографических карт во время составления GTOPO30. Судя по рисунку карт kh  
(см. рис. 2, г - е), детальность отображения рельефа на этом листе значительно выше, 
чем на соседних. Различия в рисунке изображения внутри прямоугольника и за его 
пределами исчезают лишь на карте kh (см. рис. 3, б), рассчитанной по максимально ге-
нерализованной ЦМВ. 

Восстановление ЦМВ по ET 1, 2, 3 и 2-3 можно рассматривать как низкочастотную филь-
трацию, а по ET 101-900 и 51-100 – как применение высокочастотных фильтров. Результаты 
экспериментов показали, что 2D-SSA является эффективным средством для подавления 
шума в ЦМР. Подавление шума ведет к столь незначительным изменениям в значениях 
высоты, что для их фиксации необходимо вычисление частных производных (или kh). В 
отличие от обычного сглаживания 2D-SSA удаляет шум практически без повреждения сиг-
нала. Этот метод открывает возможности использования зашумленных ЦМВ для расчетов 
таких важных морфометрических параметров как кривизны земной поверхности.

2D-SSA может использоваться для разложения топографической поверхности на ком-
поненты континентального, регионального и локального масштаба. Вместе с тем выбор 
собственных троек для восстановления компонентов рельефа различного уровня иерар-
хии неоднозначен. Сходная проблема возникает и при использовании для этих целей 
тренд-анализа и анализа Фурье. Эти трудности связаны с качественной природой понятий 
«масштаб» и «уровень иерархии» в геоморфологии, а не с математическими особеннос-
тями алгоритмов. 2D-SSA является непараметрическим подходом: в его алгоритме не 
используется предположений или статистических гипотез о структуре данных.
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