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В цифровом моделировании рельефа широко используются локальные морфометри-
ческие показатели. К ним относятся 12 кривизн земной поверхности: горизонтальная, вер-
тикальная, минимальная, максимальная, разностная, средняя, гауссова, аккумуляционная, 
избыточная вертикальная, избыточная горизонтальная, кольцевая и несферичность. Их 
определения, формулы и интерпретации публиковалась ранее [7, 12]. Локальные морфо-
метрические показатели являются функциями частных производных высоты. Если высота 
z задана в виде z  =  f(x, y), где x, y – декартовы координаты, то
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Значения r, t, s, p и q рассчитываются по регулярной цифровой модели высот (ЦМВ). 
Для этого используют различные методы [5, 11, 14]. Наибольшее распространение получил 
метод Эванса [5] благодаря точности вычислений и подавлению шума в ЦМВ [6, 10]. В этом 
методе полином второго порядка приближается методом наименьших квадратов к точкам 
окна 3×3 с шагом w. Для центральной точки окна определяются r, t, s, p и q. Перемещая 
окно по ЦМВ, можно рассчитать r, t, s, p и q для всех точек ЦМВ, кроме крайних строк и 
столбцов.

Нами разработан новый метод расчета локальных морфометрических величин, в котором 
полином третьего порядка [2, с. 416]

3 3 2 2 2 21 1 1 1 1 1
6 6 2 2 2 2

z ax dy bx y cxy rx ty sxy px qy u= + + + + + + + + +    (2)

с помощью метода наименьших квадратов [4] приближается к скользящему окну 5×5 с шагом 
{(–2w, 2w, z1), (–w, 2w, z2), (0, 2w, z3), (w, 2w, z4), (2w, 2w, z5), (–2w, w, z6), (–w, w, z7), (0, w, 
z8), (w, w, z9), (2w, w, z10), (–2w, 0, z11), (–w, 0, z12), (0, 0, z13), (w, 0, z14), (2w, 0, z15), (–2w, –w, 
z16), (–w, –w, z17), (0, w, z18), (w, –w, z19), (2w, w, z20), (–2w, –2w, z21), (–w, –2w, z22), (0, –2w, 
z23), (w, –2w, z24), (2w, 2w, z25)}. 

Выражения для a, d, b, c, r, t, s, p и q имеют следующий вид:
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При выводе формул (3–11) использовалась программа Maple V Release 5.0. Аналогичный 
вывод (по использованному математическому аппарату) опубликован в [8].

Сравним точность расчета r, t, s, p и q по формулам (7–11) и по методу Эванса (фор-
мулы см. в [6]). Используем для этого критерий средней квадратической ошибки функции 
измеренных величин mF [1, с. 129]. Вывод формул средних квадратических ошибок r, t, s, p 
и q (mr, mt, ms, mp и mq, соответственно) для метода Эванса представлен в [6]. Формулы mr, 
mt, ms, mp и mq для разработанного метода выводятся аналогично. Формулы средних квад-

ратических ошибок всех частных производных 
высоты, включая a, d, b и c (m

a
, m

d
, m

b
 и m

c
, 

соответственно), приведены в таблице.
Из этих формул следует, что средние 

квадратические ошибки расчета частных про-
изводных прямо пропорциональны средней 
квадратической ошибке высоты (m

z
) и обратно 

пропорциональны w (для m
p
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), w2 (для m
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m
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). При равных 

m
z
 и w, применение нового метода ведет к су-

щественно меньшим значениям m
r
, m

t
 и m

s
, по 

сравнению с методом Эванса. Действительно, 
m

r
 и m

t
 у нового метода почти в 6 раз меньше, 

а m
s
 – в 5 раз меньше, чем у метода Эванса (см. 

таблицу). При этом m
p
 и m

q
 у нового метода 

лишь на 10 % больше, чем у метода Эванса 
(см. таблицу). Это означает, что разработанный 
метод обеспечивает более высокую точность 
расчета кривизн поверхности по сравнению с 
методом Эванса.

Средние квадратические ошибки частных 
производных высоты при расчете по методу Эванса [6] 

и с помощью разработанного метода
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Проиллюстрируем работу нового метода 
на примере участка 133×100 км междуречья 
Кумы и Калауса в районе г. Буденновска 
(рис. 1). Нерегулярная ЦМВ участка получена 
путем цифрования топографической карты 
масштаба 1:1 000 000 и включает в себя 2571 
точку. С помощью триангуляции Делоне и 
гладкой интерполяции была получена регу-
лярная ЦМВ с шагом 300 м. Для подавления 
шума ЦМВ была трижды сглажена с использо-
ванием скользящего окна 3×3. По сглаженной 
ЦМВ с помощью разработанного метода были 
рассчитаны модели 12 кривизн (рис. 2). Все 
модели имеют разрешение 300 м.

Чтобы избежать потерь информации о 
пространственном распределении значений 
морфометрических характеристик, при картографировании (см. рис. 2 и рис. 3) было приме-
нено логарифмическое трансформирование [12] их значений. Учитывалось, что динамический 
диапазон некоторых характеристик включает в себя положительные и отрицательные значения. 
Расчеты и картографирование осуществлены с помощью программы LandLord 4.0 [3].

Был проведен подробный сравнительный анализ точности разработанного метода и 
метода Эванса. В частности:

для обоих методов рассчитаны цифровые модели средних квадратических ошибок 12 
кривизн земной поверхности; формулы средних квадратических ошибок ряда характеристик 
рельефа опубликованы в [6];

по сглаженной ЦМВ были рассчитаны цифровые модели 12 кривизн методом Эванса [5];
для каждого параметра рельефа вычислена разница между двумя его моделями, рассчи-

танными методом Эванса и разработанным методом;
рисунок карт характеристик рельефа, рассчитанных разными методами, был проана-

лизирован визуально;
проведен статистический анализ цифровых моделей кривизн, полученных разными 

методами, и их разниц. При этом использовались выборки, содержащие по 1376 точек (мат-
рицы 43×32 с шагом 3000 м, выделенные из соответствующих моделей).

Карты средних квадратических ошибок расчета локальных параметров рельефа демонстрируют 
значительные отличия результатов применения двух методов. Существенно отличается пространс-
твенное распределение ошибок (см. рис. 3, а). Это связано с применением полиномов различного 
порядка (второго порядка в методе Эванса и третьего порядка в новом методе). При использовании 
данных методов ширина динамического диапазона ошибок примерно одинакова: например, у сред-
ней квадратической ошибки горизонтальной кривизны (m

kh
) она ≈5 (см. рис. 3, а). Однако приме-

нение нового метода существенно уменьшает границы этого диапазона: у m
kh

 с [1,9÷6,9] до [0÷4,9]
(см. рис. 3, а). Причем меняется статистическое распределение ошибок: в случае нового метода 
большая их часть распределена относительно равномерно в достаточно широком интервале 
[0÷1], тогда как при использовании метода Эванса они концентрируются в узкой полосе ≈2 (см. 
рис. 3, б, в).

Как и в методе Эванса, в разработанном методе полином (2) приближается к значениям 
высот в точках окна 5×5, а не проходит через них. Это ведет к локальному подавлению шума 
и может оптимизировать расчет частных производных, чувствительных к высокочастотной 
компоненте сигнала [9]. Ранее высказывались опасения, что вычисления параметров рель-
ефа с использованием полиномов третьего порядка и выше на окнах n×n, при n  > 3 может 
приводить к излишней генерализации поверхности [13]. Легко показать, что это не так.

Сравним карты горизонтальной кривизны (k
h
), полученные с помощью двух методов 

(см. рис. 3, г). Различия в рисунке карт охватывают небольшие участки размерами 1–8 пиксе-
лов. Это уровень подавления шума, а не генерализации. При расчете k

h
 по методу Эванса ее 

динамический диапазон составляет [–2,55÷2,44], а с помощью нового метода – [–2,49÷2,31] 
(см. рис. 3, г). Изменение динамического диапазона k

h
 составляет около 4  %, что является 

незначительной величиной. Гистограммы двух выборок k
h
 весьма сходны (см. рис. 3, д). 

Большая часть различий между моделями, рассчитанными методом Эванса k
h
 и разработан-

Рис. 1. Район г. Буденновска, высоты



ГЕОДЕЗИЯ И КАРТОГРАФИЯ

№ 4  апрель 200922

К
А

Р
Т

О
Г

Р
А

Ф
И

Я

Ри
с.

 2
. Р
ай
он

 г.
 Б
уд
ен
но
вс
ка

:
а 

– 
го
ри
зо
нт
ал
ьн
ая

 к
ри
ви
зн
а;

 б
 –

 в
ер
ти
ка
ль
на
я 
кр
ив
из
на

; в
 –

 м
ин
им

ал
ьн
ая

 к
ри
ви
зн
а;

 г 
– 
ма
кс
им

ал
ьн
ая

 к
ри
ви
зн
а;

 д
 –

 р
аз
но
ст
на
я 
кр
ив
из
на

; е
 –

 с
ре
дн
яя

 к
ри
ви
зн
а;

 
ж

 –
 и
зб
ы
то
чн
ая

 го
ри
зо
нт
ал
ьн
ая

 к
ри
ви
зн
а;

 з 
– 
из
бы

то
чн
ая

 в
ер
ти
ка
ль
на
я 
кр
ив
из
на

; и
 –

 г
ау
сс
ов
а 
кр
ив
из
на

; к
 –

 а
кк
ум
ул
яц
ио
нн
ая

 к
ри
ви
зн
а;

 л
 –

 к
ол
ьц
ев
ая

 к
ри
ви
зн
а;

м 
– 
не
сф
ер
ич
но
ст
ь;

 зн
ач
ен
ия

 в
се
х 
па
ра
ме
тр
ов

 л
ог
ар
иф

ми
че
ск
и 
тр
ан
сф
ор
ми

ро
ва
ны



№ 4  апрель 2009 23

ГЕОДЕЗИЯ И КАРТОГРАФИЯ
К

А
Р

Т
О

Г
Р

А
Ф

И
Я

ным методом Дk
h
, находится 

в пределах [–0,1÷0,1] (см. 
рис. 3, е). Это 4 % динами-
ческого диапазона k

h
, рассчи-

танного по методу Эванса. 
Результаты теста Колмогоро-
ва–Смирнова применительно 
к двум выборкам k

h
 тако-

вы: DN  =  0,025, K  –  S = 0,67
(P = 0,77). Это означает, что 
статистически значимое раз-
личие между выборками от-
сутствует. Следовательно, 
разработанный метод обес-
печивает дополнительное 
подавление высокочастотного 
шума в ЦМВ без излишней 
генерализации поверхности.

Проведенное исследо-
вание показало, что по срав-
нению с методом Эванса 
новый метод характеризуется 
значительно более высокой 
точностью вычислений и 
более сильным подавлением 
высокочастотного шума. Это 
определяет целесообразность 
использования его в качестве 
стандартного средства ана-
лиза данных при цифровом 
моделировании рельефа.
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Рис. 3. Расчет кривизн земной поверхности с помощью
метода Эванса (слева) и разработанного метода (справа):
а – карты средней квадратической ошибки горизонтальной кривизны; 

б – гистограммы средней квадратической ошибки горизонтальной кривизны; 
в – гистограммы средней квадратической ошибки вертикальной кривизны;
г – увеличенный левый нижний фрагмент карты горизонтальной кривизны;
д – гистограммы горизонтальной кривизны; е – гистограмма разницы

моделей горизонтальной кривизны, рассчитанных с помощью метода Эванса 
и разработанного метода; все значения логарифмически трансформированы


