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В статье рассматриваются базовые математические понятия геоморфометрии. Приводятся определения, формулы 

и краткие интерпретации 26-ти локальных, нелокальных, солярных и комбинированных морфометрических величин. 
Для иллюстрации математических понятий геоморфометрии использована цифровая модель высот (ЦМВ) горного 
массива Арарат, выделенная из глобальной ЦМВ SRTM1. Обработка ЦМВ проведена с помощью универсального спек-
трально-аналитический метода. Для всех рассмотренных морфометрических величин представлены трехмерные 
цветные карты Арарата. 
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1. Введение 
 
Рельеф является одним из основных факторов, определяющих ход и направленность процессов, протекающих в при-

поверхностном слое планеты. В частности, рельеф является одним из основных факторов почвообразования [Gerrard 
1981], так как во многом определяет (микро)климатические и метеорологические характеристики, влияющие на гидро-
логический и тепловой режим почв [Geiger 1966], предпосылки латерального переноса воды и других веществ вдоль 
земной поверхности и в почве под действием гравитации [Kirkby, Chorley 1967; Speight 1980], а также пространственное 
распределение растительного покрова [Franklin 1995]. Вместе с тем, будучи результатом взаимодействия эндогенных и 
экзогенных процессов различного масштабного уровня, рельеф может выступать индикатором геологического строения 
территории [Penck 1953; Burbank, Anderson 2012]. В этой связи, качественная и количественная информация о рельефе 
широко применяется в науках о Земле. 

Вплоть до 90-х годов прошлого века основным источником количественной информации о рельефе являлись топо-
графические карты, при анализе которых использовался методический аппарат морфометрии [Mark 1975], в частности, 
для «ручных» вычислений морфометрических характеристик (напр., крутизны склонов, горизонтальной и вертикальной 
расчлененности и др.) и составления морфометрических карт [Horton 1945; Strahler 1957; Clarke 1966]. 

В середине 50-х годов прошлого века в фотограмметрии возникло новое направление — цифровое моделирование 
рельефа (digital terrain modeling) [Rosenberg 1955]. В рамках этого направления основными носителями информации о 
рельефе стали цифровые модели высоты (ЦМВ; digital elevation models, DEMs) — дискретные двумерные функции вы-
соты, используемые для расчетов цифровых моделей рельефа (ЦМР; digital terrain models, DTMs) — дискретных дву-
мерных функций морфометрических характеристик. 

Усложнение задач научных и практических исследований, необходимость снижения уровня их субъективности и 
обеспечения воспроизводимости определили переход от традиционных ручных морфометрических методов к подходам 
цифрового моделирования рельефа. Этому способствовало развитие физико-математической теории топографической 
поверхности в поле гравитации [Krcho 1973; Evans 1979; Шарый 1991; Shary 1995; Shary et al. 2002]. По мере развития 
компьютерных и аэрокосмических технологий, цифровое моделирование рельефа или геоморфометрия (geomorphome-
try) оформилось в научную дисциплину, предметом которой является математическое моделирование и анализ релье-
фа, а также взаимосвязей между ним и другими компонентами геосистем. В настоящее время геоморфометрия широко 
используются для решения задач геоморфологии, гидрологии, почвоведения, геоботаники, геологии, гляциологии, 
океанологии, климатологии и других наук о Земле — см. аналитические обзоры [McCullagh 1988; Moore et al. 1991; Band 
1993; Florinsky 1998a; Deng 2007] и монографии [Wilson, Gallant 2000; Li et al. 2005; Hengl, Reuter 2009; Florinsky 2012]. 
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Для успешного применения методов цифрового моделирования рельефа на практике исследователь должен знать ба-
зовые математические понятия геоморфометрии, ориентироваться в системе морфометрических величин и понимать их 
физико-математический смысл. Прояснению этих вопросов посвящена данная статья. 

 
2. Топографическая поверхность. Определение и ограничения 

 
Геоморфометрия изучает следующие типы реальных поверхностей: 

1. Рельеф земной поверхности (поверхность раздела сред «литосфера–атмосфера»). 

2. Подводный рельеф (поверхность раздела сред «литосфера — гидросфера»). 

3. Ледяной рельеф (поверхность раздела сред «гляциосфера — атмосфера»). 

4. Подледный рельеф (поверхность раздела сред «гляциосфера — литосфера»). 

5. Рельеф внеземных территорий (поверхность раздела сред «литосфера — космос» или «литосфера — атмо-
сфера», если атмосфера существует). 

6. Поверхности почвенных горизонтов, стратиграфических горизонтов и геологических структур (контактные по-
верхности между смежными почвенными горизонтами, стратиграфическими горизонтами и геологическими телами). 

Для проведения математического моделирования и анализа эти сложные негладкие поверхности, как правило, ап-
проксимируют топографической поверхностью. 

Топографической поверхностью (topographic surface) называется замкнутое ориентированное бесконечно дифферен-
цируемое двумерное многообразие S в трехмерном евклидовом пространстве E3. 

При этом выполняются пять ограничений [Evans 1979; Shary 1995]: 
 

1. Топографическая поверхность определяется гладкой однозначной функцией двух переменных 

 yxfz , , (1) 

где z — высота, x и y — декартовы координаты. Это условие, в частности, означает, что пещеры, гроты и подоб-
ные им формы рельефа не рассматриваются. 

 

2. Функция z (1) является гладкой, т.е. топографическая поверхность имеет производные всех порядков. В гео-
морфометрии систематически используются первые (p и q), вторые (r, t, и s) и третьи (g, h, k, и m) частные произ-
водные высоты: 
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3. Топографическая поверхность находится в однородном гравитационном поле. Реальный рельеф естественным 
образом расположен в поле притяжения, а его описание (составление ЦМВ) всегда в неявном виде учитывает 
направление вектора ускорения силы тяжести. Это условие выполнимо для относительно небольших фрагментов 
геоида, для которых эквипотенциальная поверхность может быть заменена плоскостью.  

 

Из этого вытекает следующее ограничение: 
 

4. Плановые размеры топографической поверхности существенно меньше радиуса планеты. Подразумевается, 
что кривизной планеты можно пренебречь, если размеры участка не превышают 0.1 от радиуса планеты. 

 

5. Топографическая поверхность является масштабно зависимым объектом [Clarke 1988]. Это условие означает, 
что «фрактальную» компоненту рельефа можно считать высокочастотным шумом. В геоморфометрии фрактальные 
модели, как правило, не используются. 

 
3. Морфометрические величины 

 

3.1. Общие сведения 
 
Морфометрической характеристикой (параметром, величиной, показателем) называют однозначную функцию двух 

переменных ω = u(x, y), описывающую свойства топографической поверхности. 
В данной статье рассматриваются, преимущественно, фундаментальные морфометрические величины, связанные с 

понятиями дифференциальной геометрии и теории топографической поверхности [Shary 1995; Shary et al. 2002]. Такой 
подход связан с концепцией общей геоморфометрии, которая определяется как «измерение и анализ таких характери-
стик элементов рельефа, которые применимы к любой непрерывный шероховатой поверхности» [Evans 1972, p. 18]. 

Выделяют четыре основные группы морфометрических величин: 

1. Локальные величины. 
2. Нелокальные величины. 
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3. Солярные величины. 
4. Комбинированные величины. 

Термины локальный  и нел окал ьный  здесь используются вне зависимости от размера участка и разрешения 
ЦМР. Их применение связано с физико-математическим смыслом конкретной морфометрической величины (см. ниже). 

Будучи морфометрической характеристикой, высота не входит ни в одну из указанных групп. При этом все морфо-
метрические величины вычисляются по ЦМВ. 

 
3.2. Локальные морфометрические величины  

Локальной морфометрической величиной (local morphometric variable) называют однозначную функцию двух перемен-
ных ω = u (x, y), описывающую геометрию топографической поверхности в окрестностях данной точки поверхности [Speight 
1974] вдоль направлений, задаваемых одной из двух пар взаимно перпендикулярных нормальных сечений (рис. 1). 

 

 

Рис. 1. Две пары нормальных сечений в 
точке P топографической поверхности:  

А. Главные сечения APA' и BPB'.  
Б. Нормальные сечения CPC' и DPD', вы-

деленные гравитацией. n — внешняя нор-
маль к поверхности, g — вектор ускорения 
силы тяжести, cl — горизонталь, sl — линия 
скольжения. 

 
Нормальным сечением называется кривая, которая образована пересечением поверхности с плоскостью, включающей в 

себя нормаль к поверхности в данной точке [Погорелов 1974]. В каждой точке топографической поверхности можно постро-
ить бесчисленное множество нормальных сечений, однако только две пары из них имеют значение в геоморфометрии. 

Первой парой взаимно перпендикулярных нормальных сечений являются главные сечения APA' и BPB', которые хо-
рошо известны из дифференциальной геометрии [Погорелов 1974] (рис. 1А). Это нормальные сечения, которые облада-
ют максимальным и минимальным изгибом в данной точке P топографической поверхности. 

Вторая пара взаимно перпендикулярных нормальных сечений CPC' и DPD' выделяется гравитационным полем [Ша-
рый 1991] (рис. 1Б). Нормальное сечение DPD' включает в себя вектор ускорения силы тяжести g и имеет общую каса-
тельную с линией скольжения1 в данной точке P топографической поверхности. Нормальное сечение CPC' тангенциально  

1 Линией скольжения называется пространственная кривая на топографической поверхности, касательная к кото-
рой в каждой точке совпадает с тангенциальной составляющей вектора ускорения силы тяжести [Cayley, 1859]. 

горизонтали2 в данной точке P топографической поверхности. 
2 Горизонталью называется множество точек пересечения топографической поверхности и горизонтальной плоско-

сти [Cayley, 1859]. 

Двум указанным парам нормальных сечений соответствуют два класса локальных морфометрических величин: атри-
буты форм и атрибуты потоков [Shary 1995; Shary et al. 2002]. 

Атрибуты  ф орм  (form attributes) связаны с главными сечениями. Эти величины являются инвариантами грави-
тационного поля, т.е. они не зависят от направления вектора ускорения силы тяжести. К атрибутам форм относятся две 
главных кривизны — минимальная кривизна (kmin) и максимальная кривизна (kmax), средняя кривизна (H), Гауссова 
кривизна (K), несферичность (M), лапласиан ( 2 ) и некоторые другие. 

Атрибуты  п от око в  (flow attributes) связаны с нормальными сечениями, выделенными гравитацией. Эти ве-
личины зависят от направления вектора ускорения силы тяжести. К атрибутам потоков относятся крутизна склона 
(G), экспозиция склона (A), северность (AN), восточность (AE), кривизна горизонтали (kp), горизонтальная кривизна 
(kh), вертикальная кривизна (kv), избыточная горизонтальная кривизна (khe), избыточная вертикальная кривизна 
(kve), разностная кривизна (E), аккумуляционная кривизна (Ka), кольцевая кривизна (Kr), ротор (rot), производящая 
функция (T) и некоторые другие. 

Во избежание недоразумений, следует отметить, что существует путаница в терминологии локальных морфометриче-
ских величин. Во-первых, горизонтальную кривизну (horizontal curvature) часто путают с кривизной горизонтали (plan 
curvature). Во-вторых, горизонтальную и вертикальную (horizontal и vertical) кривизны часто называют тангенциальной 
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и профильной (tangential и profile) кривизнами, соответственно. В-третьих, в некоторых работах по геологии и геофизи-
ке углеводородов используются термины strike curvature, dip curvature, dip angle и azimuth для обозначения горизон-
тальной кривизны, вертикальной кривизны, крутизна склона и экспозиция склона, соответственно. 

Локальные характеристики рельефа являются функциями частных производных высоты (2). Их расчет проводится 
либо конечно-разностными методами [Evans 1979; Zevenbergen, Thorne 1987; Shary 1995; Florinsky 1998b; Florinsky 2009], ли-
бо с помощью универсального спектрально-аналитического метода [Florinsky, Pankratov 2015]. 

 
3.3. Нелокальные морфометрические величины 

 
Нелокальной морфометрической величиной (nonlocal morphometric variable) называют однозначную функцию двух пере-

менных ω = u (x, y), описывающую относительное положение данной точки на топографической поверхности [Speight 1974]. 
К нелокальным морфометрическим величинам относятся, в частности, водосборная площадь (CA) и дисперсивная 

площадь (DA). Для определения значений нелокальной морфометрической характеристики необходим анализ террито-
рии, границы которой могут быть существенно удалены от данной точки поверхности (например, всего вышележащего 
водосборного бассейна) (рис. 2). 

 

 

Рис. 2. Схема для определения во-
досборной и дисперсивной площадей 
в точке P топографической поверхно-
сти: CA и DA — площади фигур P'AB 
(светло-серая) и P"AB (темно-серая), 
соответственно; b — длина отрезка 
горизонтали AB; l1, l2, l3 и l4 — длины 
линий скольжения P'A, P'B, AP" и BP", 
соответственно. 

 
Расчет нелокальных морфометрических величин проводится с помощью логических алгоритмов маршрутизации пото-

ка (flow routing) [O’Callaghan, Mark 1984; Martz, de Jong 1988; Freeman 1991; Quinn et al. 1991; Tarboton 1997]. 
Определения и интерпретации нелокальных морфометрических величин используют такие понятия, как поток, линия 

тока и водосбор. Необходимо подчеркнуть, что эти морфометрические характеристики описывают топографическую, а 
не реальную поверхность, вне зависимости от ее происхождения и наличия воды или других жидкостей. 

 
3.4. Солярные морфометрические величины 

 
Солярной морфометрической величиной (solar morphometric variable) называют однозначную функцию двух перемен-

ных ω = u (x, y), описывающую взаимоотношения между топографической поверхностью и солнечной радиацией в 
окрестностях данной точки поверхности. 

К солярным морфометрическим величинам относятся, в частности, отражательная способность (R) и инсоляция (I). 
Солярные морфометрические величины являются функциями первых частных производных высоты (2) и углов, опреде-
ляющих положение Солнца на небесной полусфере (рис. 3). 

 

 

Рис. 3. Схема для определения 
солярных морфометрических харак-
теристик в точке P топографической 
поверхности:  

θ — азимут Солнца (solar azimuth), 
ψ — высота Солнца (solar elevation), 
N — направление на север. 

 
Расчет солярных морфометрических величин основан либо на конечно-разностных методах [Evans 1979; Zevenbergen, 

Thorne 1987; Shary 1995; Florinsky 1998b; Florinsky 2009], либо на универсальном спектрально-аналитическом методе 
[Florinsky, Pankratov 2015]. 
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3.5. Комбинированные морфометрические величины 
 
Морфометрические величины могут быть эмпирически составлены из нескольких локальных и/или нелокальных ве-

личин. Морфометрические индексы, комбинирующие локальные и нелокальные величины, учитывают как локальную 
геометрию топографической поверхности, так и относительное положение данной точки на поверхности. 

К комбинированным морфометрическим величинам (combined morphometric variables) относят, в частности, топогра-
фический индекс (TI) и индекс мощности потоков (SI). 

Расчет комбинированных морфометрических величин проводится последовательным применением методов для расче-
та локальных и нелокальных характеристик с последующей арифметической комбинацией результатов этих расчетов. 

 
4. Краткая характеристика морфометрических величин 

 

4.1. Материалы и методы 
 
Для иллюстрации морфометрических величин нами была использована ЦМВ горного массива Арарат (рис. 4). Уча-

сток расположен между 44,2° и 44,5° в.д., и 39,6° и 39,8° с.ш. (размеры участка 18' × 12'). ЦМВ, построенная на сет-
ке сфероидических трапеций, была выделена из квази-глобальной ЦМВ SRTM1 [Farr et al. 2007; USGS 2015]. ЦМВ вклю-
чает 779 401 точек (матрица 1081 × 721); шаг сетки 1". 

 

 
Рис. 4. Арарат, высоты 

 
Для аппроксимации высоты, а также расчета локальных и солярных морфометрических величин нами был применен 

универсальный спектрально-аналитический метод [Florinsky, Pankratov 2015]; при этом использовалось 300 коэффициен-
тов разложения исходной функции высоты по полиномам Чебышева I рода. Расчет нелокальных морфометрических ве-
личин был проведен методом Мартца — де Янга [Martz, de Jong 1988], адаптированным к сетке сфероидических трапеций 
[Florinsky 2012]. Для расчета комбинированных морфометрических величин последовательно применялись адаптирован-
ный к сетке сфероидических трапеций метод Мартца — де Янга [Martz, de Jong 1988; Florinsky, 2012] и универсальный 
спектрально-аналитический метод [Florinsky, Pankratov 2015]. 

Морфометрические величины обычно характеризуются широким динамическим диапазоном значений. Чтобы избе-
жать потерь информации об их пространственном распределении при картографировании, применяют логарифмическое 
трансформирование следующего вида [Shary et al. 2002]: 

 

  )101ln(sign  nm , (3) 

где Θ′ и Θ — трансформированное и исходное значения морфометрической величины, соответственно; n = 0 для нело-

кальных величин, n = 2,…, 9 для локальных величин; m = 2 для K, Ka и Kr, m = 1 для других величин. Выбор значения n 
зависит от шага сетки ЦМР. В данной работе использовалось n = 5. Такая форма логарифмического трансформирования 
учитывает, что морфометрические характеристики могут принимать как положительные, так и отрицательные значения. 

При построении трехмерных морфометрических карт использовалось двукратное вертикальное преувеличение масштаба. 
Обработка данных и трехмерное картографирование осуществлено с помощью программы Matlab R2008b и авторской 

программы LandLord 4.0. 
 

4.2. Локальные морфометрические величины 
 

Атрибуты  п оток ов  
 

4 .2 .1 .  Кру т изн а  с кл он ов  
 
Крутизна склонов (slope gradient, G) — угол между горизонтальной и тангенциальной плоскостями в данной точке то-

пографической поверхности [Шарый 1991]:  
22arctg qpG  . (4) 
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Крутизна склонов является неотрицательной величиной, изменяющейся в диапазоне от 0 до 90. Единица измерения 
— градус. 

Крутизна склонов (рис. 5) определяет скорость потоков, перемещающихся вдоль земной поверхности под действием 
гравитации. 

 

 
Рис. 5. Арарат, крутизна склонов 

 
4 .2 .2 .  Эк сп о зиция  скл он ов  

 
Экспозиция склонов (slope aspect, A) — угол, отсчитываемый по часовой стрелке, между направлением на север и 

проекцией внешней нормали на горизонтальную плоскость в данной точке поверхности [Shary et al. 2002]:  
 

          



















22
 arccossign180sign1180sign1sign190

qp

qpppqA
 . (5) 

Экспозиция склонов является неотрицательной величиной, изменяющейся в диапазоне от 0 до 360. Единица измере-
ния — градус. 

Экспозиция склонов (рис. 6) определяет направление потоков, перемещающихся вдоль земной поверхности под дей-
ствием гравитации. 

 

 
Рис. 6. Арарат, экспозиция склонов 

 
4 .2 .3 .  Севе рн ос ть  и  в ос т очн ос ть  

 
Экспозиция склонов является циклической величиной: ее значения изменяются от 0° до 360°, причем оба эти значе-

ния соответствуют направлению на север. Поэтому A не может использоваться в линейном статистическом анализе. Что-
бы избежать этой проблемы, применяются два локальных индекса: северность (northerness, AN) и восточность (easter-
ness, AE) [King et al. 1999]: 

AAN cos , (6) 

AAE sin . (7) 

Северность (рис. 7) и восточность (рис. 8) являются безразмерными величинами. AN принимает значения 1, –1 и 0 
на северных, южных и восточных / западных склонах, соответственно. AE принимает значения 1, –1 и 0 на восточных, 
западных и северных / южных склонах, соответственно. 
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Рис. 7. Арарат, северность 

 

 
Рис. 8. Арарат, восточность 

 
Северность и восточность подчеркивают северный / южный и восточный / западный тренды в пространственном рас-

пределении склонов. 
 

4 .2 .4 .  Криви зна  г ори зонта ли  
 
Кривизна горизонтали (plan curvature, kp) — кривизна линии горизонтали в данной точке топографической поверхно-

сти [Krcho 1973; Evans 1979]:  

322

22

)(
2

qp
tppqsrqk p




 . (8) 

Кривизна горизонтали может принимать положительные, отрицательные и нулевые значения. Единица измере-
ния — м–1. 

Кривизна горизонтали (рис. 9) — мера конвергенции линий тока3. Линии тока конвергируют при kp < 0 и дивергируют  
3 Линия тока — проекция линии скольжения на горизонтальную плоскость. 

при kp > 0; kp = 0 соответствует параллельным линиям тока. 
 

 
Рис. 9. Арарат, кривизна горизонтали 
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4 .2 .5 .  Г оризонт альн ая  криви зна  
 
Горизонтальная кривизна (horizontal curvature, kh) — кривизна нормального сечения, тангенциального горизонтали 

(рис. 1Б) в данной точке топографической поверхности [Krcho 1983; Шарый 1991]: 
 

  2222

22

1

2

qpqp

tppqsrqk h



 . (9) 

Горизонтальная кривизна может принимать положительные, отрицательные и нулевые значения. Единица измере-
ния — м–1. 

Горизонтальная кривизна (рис. 10) — мера конвергенции потоков, перемещающихся вдоль поверхности под дей-
ствием гравитации (один из двух механизмов аккумуляции потоков). Потоки конвергируют при kh < 0 и дивергируют 
при kh > 0. В геоморфологическом отношении, на картах горизонтальной кривизны выделяются отроги хребтов и долин 
(области дивергенции и конвергенции, соответственно). 

 

 
Рис. 10. Арарат, горизонтальная кривизна 

 
4 .2 .6 .  В ертик альн ая  кривизн а  

 
Вертикальная кривизна (vertical curvature, kv) — кривизна нормального сечения, имеющего общую касательную с 

линией скольжения (рис. 1Б) в данной точке топографической поверхности [Aandahl 1948; Speight 1974; Шарый 1991]: 
 

   32222
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2

qpqp

tqpqsrpkv





. (10) 

Вертикальная кривизна может принимать положительные, отрицательные и нулевые значения. Единица измере-
ния — м–1. 

Вертикальная кривизна (рис. 11) — мера относительного замедления потоков, перемещающихся вдоль поверхно-
сти под действием гравитации (один из двух механизмов аккумуляции потоков). Потоки замедляются при kv < 0 и 
ускоряются при kv > 0. В геоморфологическом отношении, на картах вертикальной кривизны могут выделяться тер-
расовые уровни. 

 

 
Рис. 11. Арарат, вертикальная кривизна 
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4 .2 .7 .  Р азн ос тн ая  криви зна  
 
Разностная кривизна (difference curvature, E) — полуразность горизонтальной и вертикальной кривизн [Shary 1995]: 
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Разностная кривизна может принимать как положительные, так и отрицательные и нулевые значения. Единица изме-
рения — м–1. 

Разностная кривизна (рис. 12) показывает, насколько сильнее выражен один из двух механизмов аккумуляции – 
относительное замедление потоков (за который отвечает kv), по сравнению с другим механизмом — конвергенцией по-
токов (за который отвечает kh) в данной точке топографической поверхности. 

 

 
Рис. 12. Арарат, разностная кривизна 

 
4 .2 .8 .  И збыт очна я  г оризонт а льная  криви зна  

 
Избыточная горизонтальная кривизна (horizontal excess curvature, khe) — разница горизонтальной и минимальной 

кривизн [Shary 1995]: 

EMkkk hhe  min . (12) 

Избыточная горизонтальная кривизна является неотрицательной величиной. Единица измерения — м–1. 
Избыточная горизонтальная кривизна (рис. 13) показывает, насколько сильнее изогнуто нормальное сечение, тан-

генциальное горизонтали, по сравнению с минимальным изгибом топографической поверхности в данной точке. 
 

 
Рис. 13. Арарат, избыточная горизонтальная кривизна 

 
4 .2 .9 .  И збыт очна я  верт икаль ная  криви зна  

 
Избыточная вертикальная кривизна (vertical excess curvature, kve) — разница вертикальной и минимальной кривизн 

[Shary 1995]: 

EMkkk vve  min . (13) 

Избыточная вертикальная кривизна является неотрицательной величиной. Единица измерения — м–1. 
Избыточная вертикальная кривизна (рис. 14) показывает, насколько сильнее изогнуто нормальное сечение, имею-

щее общую касательную с линией скольжения, по сравнению с минимальным изгибом топографической поверхности в 
данной точке. 
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Рис. 14. Арарат, избыточная вертикальная кривизна 

 
4 .2 .10 .  Аккуму ляционная  к ривизн а  

 
Аккумуляционная кривизна (accumulation curvature, Ka — произведение горизонтальной и вертикальной кривизн 

[Shary 1995]: 

  
   22222

2222

1

22

qpqp

tqpqsrptppqsrqkkK vha



 . (14) 

Аккумуляционная кривизна может принимать положительные, отрицательные и нулевые значения. Единица измере-
ния — м–2. 

Аккумуляционная кривизна (рис. 15) может быть использована для оценки степени аккумуляции потоков. 
 

 
Рис. 15. Арарат, аккумуляционная кривизна 

 
4 .2 .11 .  К ольце вая  к риви зна  

 
Кольцевая кривизна (ring curvature, Kr) — произведение избыточной горизонтальной и избыточной вертикальной 

кривизн [Shary, 1995]: 

   
  

2

2222

22
22

1











qpqp
trpqsqpEMkkK veher . (15) 

Кольцевая кривизна является неотрицательной величиной. Единица измерения — м–2. 
Кольцевая кривизна (рис. 16) описывает степень извилистости потоков. 
 

 
Рис. 16. Арарат, кольцевая кривизна 
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4 .2 .12 .  Р от ор  
 
Ротор (rotor, rot) — кривизна линий тока [Шарый, 1991]: 
 

322

22

)(

)()(

qp

trpqsqprot



 . (16) 

Ротор может принимать положительные, отрицательные и нулевые значения. Единица измерения — м–1. 
Ротор (рис. 17) описывает направление поворота линий тока. Линии тока поворачивают по часовой стрелке при 

rot > 0 и против часовой стрелки при rot < 0. 
 

 
Рис. 17. Арарат, ротор 

 
4 .2 .13 .  Прои зв одя ща я  функ ция  

 
Производящая функция (generating function, T) — производная горизонтальной кривизны по длине горизонтали [Ша-

рый, Степанов 1991]: 
 

 
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22

22322

3223

1
32

)1()(

33
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qprotk

qpqp

hpqmpkpqgqT h 






 . (17) 

Производящая функция может принимать положительные, отрицательные и нулевые значения. Единица измере-
ния — м–2. 

Производящая функция (рис. 18) — мера отклонения значений горизонтальной кривизны от экстремальных значе-
ний кривизны топографической поверхности. Может быть использована для описания структурных линий рельефа 
(тальвегов, водоразделов, бровок и подножий). 

 

 
Рис. 18. Арарат, производящая функция 

 
Атрибуты  фо рм  

 

4 .2 .14 .  Миним альн ая  кривизна  
 
Минимальная кривизна (minimal curvature, kmin) — кривизна главного нормального сечения (рис. 1А) с минимальным 

изгибом в данной точке топографической поверхности [Gauss 1828; Shary 1995]: 
 

KHHMHk  2
min . (18) 

Минимальная кривизна может принимать положительные, отрицательные и нулевые значения. Единица измерения — м–1. 
В геоморфологическом отношении положительные значения минимальной кривизны (рис. 19) выделяют локальные 

выпуклые элементы рельефа, а отрицательные — долины. 
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Рис. 19. Арарат, минимальная кривизна 

 
4 .2 .15 .  Максим альна я  крив изна  

 
Максимальная кривизна (maximal curvature, kmax) — кривизна главного нормального сечения (рис. 1А) с максималь-

ным изгибом в данной точке топографической поверхности [Gauss 1828; Shary 1995]: 
 

KHHMHk  2
max . (19) 

Максимальная кривизна может принимать положительные, отрицательные и нулевые значения. Единица измерения — м–1. 
В геоморфологическом отношении, положительные значения максимальной кривизны (рис. 20) выделяют хребты, а 

отрицательные — локальные впадины. 
 

 
Рис. 20. Арарат, максимальная кривизна 

 
4 .2 .16 .  С редн яя  криви зна   

Средняя кривизна (mean curvature, H) — полусумма кривизн двух любых нормальных взаимно перпендикулярных се-
чений в данной точке топографической поверхности [Young 1805; Шарый 1991]: 

 

       
 322
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qp

tppqsrqkkkkH vh



 . (20) 

Средняя кривизна может принимать положительные, отрицательные и нулевые значения. Единица измерения — м–1. 
Средняя кривизна (рис. 21) представляет два механизма аккумуляции потоков — конвергенцию и относительное за-

медление — с равными весами. 
 

 
Рис. 21. Арарат, средняя кривизна 
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4 .2 .17 .  Гау с с ова  криви зна  
 
Гауссова кривизна (Gaussian curvature, K) — произведение максимальной и минимальной кривизн [Gauss 1828]: 

 222

2

maxmin
1 qp

srtkkK



 . (21) 

Гауссова кривизна может принимать положительные, отрицательные и нулевые значения. Единица измерения — м–2. 
Согласно Teorema egregium, Гауссова кривизна (рис. 22) поверхности сохраняет свои значения после ее изгибания, 

если оно произошло без растяжений, сжатий и разрывов [Gauss 1828]. 
 

 
Рис. 22. Арарат, Гауссова кривизна 

 
4 .2 .18 .  Несфе ри чн ос ть  

 
Несферичность (unsphericity curvature, М) — полуразность максимальной и минимальной кривизн [Shary 1995]: 
 

  KHkkM  2
minmax2

1
. (22) 

Несферичность является неотрицательной величиной. Единица измерения — м–1. 
Несферичность (рис. 23) показывает, насколько форма элемента земной поверхности отклоняется от сферической. 
 

 
Рис. 23. Арарат, несферичность 

 
4 .2 .19 .  Ла плас иан  

Лапласиан (Laplacian, ∇2) — сумма вторых частных производных высоты: 

tr 2
. (23) 

Лапласиан может принимать положительные, отрицательные и нулевые значения. Единица измерения — м–1. 
Лапласиан (рис. 24) является приближением отрицательной удвоенной средней кривизны. 
 

 
Рис. 24. Арарат, лапласиан 
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4.3. Нелокальные морфометрические величины 
 

4 .3 .1 .  В од осб орная  п лощадь  
 
Водосборная площадь (catchment area, CA) — площадь замкнутой фигуры, сформированной отрезком горизонтали, 

который включает данную точку топографической поверхности, и двумя линиями тока, приходящими с вышележащей 
точки на концы отрезка (рис. 2) [Speight 1974]. 

Водосборная площадь является неотрицательной величиной. Единица измерения — м2. 
Водосборная площадь (рис. 25) — мера площади вышележащих участков, которые могут дренироваться через дан-

ную точку поверхности. 
 

 
Рис. 25. Арарат, водосборная площадь 

 
4 .3 .2 .  Диспе рсивн ая  пл оща д ь  

 
Дисперсивная площадь (dispersive area, DA) — площадь замкнутой фигуры, сформированной отрезком горизонтали, 

который включает данную точку топографической поверхности, и двумя линиями тока, уходящими с концов отрезка 
вниз по склону к нижележащей точке (рис. 2) [Speight 1974]. 

Дисперсивная площадь является неотрицательной величиной. Единица измерения — м2. 
Дисперсивная площадь (рис. 26) — мера площади нижележащих участков, которых могут достигать потоки, прошед-

шие через данную точку поверхности. 
 

 
Рис. 26. Арарат, дисперсивная площадь 

 
4.4. Солярные морфометрические величины 

 

4 .4 .1 .  О тра жате льная  сп ос об нос ть  
 
Отражательная способность (reflectance, R) — мера яркости освещенной поверхности в зависимости от положения ис-

точника света [Horn 1981]. Для случая идеального рассеяния света (ламбертова поверхность; Lambertian surface): 
 

   2222 ctgcosctgsin11

ctgcosctgsin1










qp

qpR , (24) 

где θ и ψ — азимут и высота источника света (рис. 3), соответственно. 
Отражательная способность является неотрицательной безразмерной величиной, нормируемой на диапазон от 0 до 1. 
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Карты отражательной способности (рис. 27) позволяют наглядно и пластично отображать рельеф; они популярны в 
картографии, где известны под названием отмывки рельефа (hill shading) [Jenny 2001]. 

 

 
Рис. 27. Арарат, отражательная способность  

(ламбертова модель; θ = 45; ψ = 35) 

 
4 .4 .2 .  Инс оля ция  

 
Инсоляция (insolation, I) — доля прямой солнечной радиации, получаемая топографической поверхностью при дан-

ном положении Солнца на небе (рис. 3) [Shary et al. 2005]:  
 

   
221

)cossin(cossin)cossin(cossinsign150
qp

qpqpI






. (25) 

Инсоляция является неотрицательной величиной; ее значения лежат в диапазоне от 0% (теневые склоны) до 100% 
(перпендикулярное падение солнечных лучей на склоны). 

Инсоляция (рис. 28) характеризует степень перпендикулярности падения солнечных лучей на топографическую по-
верхность. Инсоляция применяется для описания температурного режима склонов. 

 

 
Рис. 28. Арарат, инсоляция  

(θ = 90°; ψ = 20°) 

 
4.5. Комбинированные морфометрические величины 

 

4 .5 .1 .  Т опог ра фи ческий  и нде кс  
 
Топографический индекс (topographic index, TI) — отношение водосборной площади и крутизны склонов в данной 

точке топографической поверхности [Beven, Kirkby 1979]: 

  GCATI tg101ln 3   . (26) 

Топографический индекс является неотрицательной безразмерной величиной. 
Топографический индекс (рис. 29) — мера аккумуляции потоков в концепции распределенного гидрологического 

моделирования TOPMODEL [Beven, Kirkby 1979]. Чем больше водосборная площадь и чем меньше крутизна склонов, тем 
выше значение топографического индекса.  
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Другими словами, чем больше объем воды, приходящей в данную точку с вышележащих участков, и чем ниже ско-
рость этих потоков, тем больше аккумулируется влаги в данной точке. 

 

 
Рис. 29. Арарат, топографический индекс 

 
4 .5 .2 .  Индекс  м ощн ос ти  п от оков  

 
Индекс мощности потоков (stream power index, SI) — произведение водосборной площади и крутизны склонов в дан-

ной точке топографической поверхности [Moore et al. 1991]: 
 

 GCASI tg1ln  . (27) 

Индекс мощности потоков является неотрицательной безразмерной величиной. 
Индекс мощности потоков (рис. 30) — мера потенциальной эрозионной силы поверхностных потоков [Moore et al. 

1991]. Чем больше водосборная площадь и крутизна склонов, тем выше значение индекса мощности потоков. Другими 
словами, чем больше объем воды, приходящей в данную точку с вышележащих участков и чем выше скорость этих по-
токов, тем выше вероятность эрозии. 

 

 
Рис. 30. Арарат, индекс мощности потоков 

 
5. Заключение 

 
За последние 25 лет в цифровом моделировании рельефа достигнут значительный прогресс: 

1. существенное развитие получила физико-математическая теория топографической поверхности; 

2. разработаны эффективные алгоритмы и методы для расчета и анализа ЦМР; 

3. широкое распространение получили ЦМВ высокого разрешения, что стало возможным благодаря использова-
нию новейших достижений науки и техники: кинематической съемки с использованием приемников глобаль-
ных навигационных систем, лидарной аэросъемки, аэросъемки с беспилотных летательных аппаратов и тех-
нологии «структура из движения»; 

4. созданы и являются доступными квази-глобальные ЦМВ высокого и среднего разрешения: SRTM1, ASTER 
GDEM, SRTM30_PLUS, SRTM15_PLUS, WorldDEM и ALOS World 3D. 

Указанные факторы, а также воспроизводимость, относительная простота и гибкость методов геоморфометрии опре-
деляют их практический потенциал для наук о Земле. 

Необходимо, однако, понимать, что определяющим фактором для успешного развития цифрового моделирования рель-
ефа являются достижения теории топографической поверхности, которая закладывает строгую физико-математическую 
основу как для вычислительных алгоритмов, так и для прикладных аспектов моделирования рельефа. 
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This paper discusses the basic mathematical concepts of geomorphometry. First, we present a brief historical overview of the 

progress of digital terrain modelling. Second, we introduce the notion of the topographic surface and its limitations. Then, we 
present definitions, formulas, and physical meanings for four main groups of morphometric variables, such as local, nonlocal, so-
lar, and combined attributes. We discuss the following 26 morphometric variables: slope gradient, slope aspect, northerness, 
easterness, plan curvature, horizontal curvature, vertical curvature, mean curvature, Gaussian curvature, minimal curvature, 
maximal curvature, unsphericity curvature, difference curvature, vertical excess curvature, horizontal excess curvature, ring 
curvature, accumulation curvature, the generating function, rotor, Laplacian, catchment area, dispersive area, reflectance, inso-
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lation, topographic index, and stream power index. To illustrate mathematical concepts of geomorphometry, we used a digital 
elevation model (DEM) of Mount Ararat extracted from the SRTM1 DEM. The DEM was treated by the universal spectral analyti-
cal method. Three-dimensional color maps of Mount Ararat for all discussed morphometric variables are presented. 

 
Keywords: topography, surface, geomorphometry, morphometric variable, curvature, digital terrain modelling, spectral 

analytical method. 
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